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摘要：针对同时考虑摩擦和惯性力的平面连杆机构受力分析问题，本文提出

一种简单准确的解析求解方法。建立机构的位移方程，利用差商法计算各构件的

运动参数；用不考虑摩擦时各运动副处的正压力及其产生的摩擦力或摩擦力矩近

似各运动副处的总反力；根据功能原理计算需施加在原动件上的平衡力矩。采用

本解析法思路可实现摩擦与惯性力同时作用下任意平面连杆机构的受力分析问

题的求解，对机械原理的理论教学及工程实际中平面连杆机构受力分析问题的求

解都具有重要意义。
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1. 引言

平面连杆机构因其结构简单、制造方便等原因，在农业、纺织、工程等机械

设备中得到广泛应用[1,  2]。为分析平面连杆机构的运动和动力性能或进行机构强

度设计，都必须对平面连杆机构进行受力分析，以确定机构中各运动副处的反力

或需施加在机构原动件上的平衡力或平衡力矩[3,  4]。在现代机械原理教材中，平

面连杆机构的受力分析大多只详细讲述两种情况，即，考虑运动副中的摩擦而不

计构件惯性力时机构的力分析和不考虑摩擦但计构件惯性力时的力分析，对于既

考虑摩擦又计构件惯性力时的力分析涉及较少，仅在年代较为久远的机械原理教

材中有图解法求解过程[5,  6]。在工程实际中，往往也仅对计惯性力但不计摩擦的

情况进行分析[7‐10]。张纪元等提出建立机构的力平衡方程，利用数值法进行迭代

求解，实现考虑摩擦时机构的动态静力分析[11]。针对同时考虑摩擦和惯性力的平

面连杆机构受力分析问题，本文提出了一种简单准确的解析求解方法。下面仅以

曲柄滑块机构为例进行介绍。

2. 已知条件及力分析求解要求

如图 1 所示曲柄滑块机构中，已知曲柄 OA 以转速 n 匀速转动，各构件的长

度、质量、质心位置、绕质心的转动惯量、各转动副处的摩擦圆半径、各移动副



处的摩擦系数及作用在滑块上的工作阻力均已知。要求同时考虑摩擦和惯性力，

确定机构各运动副处的总反力及需施加在曲柄上的驱动力矩。

图 1 曲柄滑块机构示意图 

3. 曲柄驱动力矩计算原理

本文将根据功能原理确定需施加在曲柄上的驱动力矩。机械系统中做一般平

面运动的构件 i 的动能 Eki可表示为： 

2 21 1
=

2 2i Si Sik ii m v JE  (1)

式中 im 为构件 i 的质量， SiJ 为构件 i 绕其质心的转动惯量， Siv 为构件 i 质心的线

速度， i 为构件 i 的角速度。 

平动构件的动能只包含上式的第一项，绕质心定轴转动的构件只包含上式的

第二项。若机构中有 N 个活动构件，则机构的全部构件的动能总和为： 
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设作用在机构每个活动构件上的外力和外力矩分别为 iF 和 iM ， iF 与其作用点

速度 iv 的夹角为 i ， iM 作用构件的角速度为 i ，外载荷产生的瞬时功率之和为： 

 
1

cos +
N

i i i i i
i

P F v M 


  (3)式中， iM 和 i 同向时 iM 取

正值，否则取负值。 

由功能原理可知，作用在系统上的外力，在任一时间间隔内所做的功应等于

该系统所有的动能增量，即：

d dP t E (4)

亦即：

d
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E
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t
 (5)
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将式(3)和(2)代入式(5)得 
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故：
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式中 Siv 和 Sia 分别为构件 i 质心的线速度矢量和加速度矢量， i 为构件 i 的角加速

度。记 Ii i Sim F a 、 Ii Si iM J   ，则 IiF 和 IiM 分别为构件 i 在质心处的惯性力矢量和

惯性力矩，式(7)可简写为： 
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在考虑摩擦时，曲柄滑块四杆机构上的外载荷有曲柄 OA 上的驱动力矩 1 ( )M t 、

执行件在工作行程的工作阻力 ( )rF t （与执行件的运动速度 zv 方向相反）、各构件

的重力 im g和各运动副处的摩擦力 fiF 或摩擦力矩 fiM 。移动副处摩擦力 fiF 与相对

运动速度 feiv 方向相反，转动副处摩擦力矩 fiM 与相对转动速度 fei 方向相反，摩

擦力和摩擦力矩所做功恒为负，故式(8)可写为: 
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故，为得到考虑摩擦的曲柄 OA 上驱动力矩（等效阻力矩） 1 ( )M t ，应确定各构

件在质心处的速度矢量和加速度矢量，各构件的角速度和角加速度，各移动副处

的摩擦力和相对速度，及各转动副处的摩擦力矩和相对转速。移动副处摩擦力 fiF

大小等于移动副处的正压力乘以摩擦系数，转动副处的摩擦力矩等于转动副处的

正压力乘以摩擦圆半径，在摩擦系数和摩擦圆半径已知的情况下，需确定所有移

动副和转动副的正压力，本文将利用不考虑摩擦时各运动副处的正压力进行近似

计算。所需参数的计算流程如图 2 所示，下面将分别进行详细介绍。 
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图 2 曲柄滑块机构示意图 

4. 解析法推导各构件的运动参数

（1）位置表达式推导

由图 1 可知滑块 3 的水平位置方程可表示为：

2 2
3 1 1cos( ) [ sin( ) ]x a b a e      (10) 

其中，a 和 b 分别表示构件 OA 和 AB 的长度，e 表示导轨沿 y 方向的偏置坐标，

e 可正可负，图 1 所示位置 e 为负值。 1 、 2 的关系可表示为：  

1
2

sin( )
arcsin( )

a e

b

 
  (11)

求得 2 后，便可计算各转动副中心的坐标，见表  1，执行构件的位置可用坐

标 Bx 表示： 

表 1 曲柄滑块机构中各点坐标 

点 x 坐标 y 坐标 

O 0 0 

A  1cos( )a  1sin( )a 

B 2 2
1 1cos( ) [ sin( ) ]a b a e     

e 

（2）构件运动参数的推导

此处的运动参数包括各活动构件及特定点的速度（角速度）和加速度（角加

速度）。根据 n 阶差商为 n 阶导数的近似，对各构件的位置方程求一阶和二阶差

商即可得到各构件的速度（角速度）和加速度（角加速度），进而可求得构件上

特定点的速度和加速度。记时间变化量为 t （单位为 s），记 t=0 时曲柄 OA 的

初始角度为 1(0) （单位为 rad），则 t k t  时曲柄 OA 的角度为： 

1 1 1

2
( ) (0 ) (0 )

60

n
t t t

        (12) 

下面将分别推导各构件的速度、角速度、加速度及角加速度。需要说明的是，

下述公式中的所有符号都已包含表示方向的正负号。代入已知的角速度时逆时针

为正，顺时针为负。若无特殊说明，利用本文公式计算得到的角速度、角加速度

和力矩，正值代表逆时针，负值代表顺时针，利用本文公式计算得到的沿各坐标
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轴的速度、加速度和惯性力，正值代表沿各坐标轴正向，负值代表沿各坐标轴负

向。

1)构件 1 的运动参数

构件 1 即 OA 杆，做匀速圆周运动，记杆的质心 S1 到 O 的距离为 1r ，则

构件 1 的运动参数如表  2 所示。 

表  2  构件 1 的运动参数 

参数 公式

角速度 1( ) 2π / 60t n   

角加速度 1 ( ) 0t   

质心沿 x 方向运动速度 
 

1 1 1 1 1

π
( ) ( ) cos ( ) sign ( )

2S xv t t r t t        
 

 

质心沿 y 方向运动速度 
 

1 1 1 1 1

π
( ) ( ) sin ( ) sign ( ) )

2S yv t t r t t        
 

 

质心法向加速度
1

2
1 1( ) ( )n

Sa t t r 

质心切向加速度
1 1 1( ) ( )t

Sa t t r 

质心沿 x 方向加速度 
1

2
1 1 1( ) ( ) cos[ ( )+π]S xa t t r t     

质心沿 y 方向加速度 
1

2
1 1 1( ) ( ) sin[ ( )+π]S ya t t r t     

A 点沿 x 方向速度 
 1 1 1

π
( ) ( ) cos ( ) sign ( )

2Axv t t a t t        
 

 

A 点沿 y 方向速度 
 1 1 1

π
( ) ( ) sin ( ) sign ( ) )

2Ayv t t a t t        
 

 

A 点沿 x 方向加速度 2
1 1( ) ( ) cos[ ( )+π]Axa t t a t     

A 点沿 y 方向加速度 2
1 1( ) ( ) sin[ ( )+π]Aya t t a t     

（注：sign(x)为符号函数，x 为正，sign(x)=1；x 为负，sign(x)=-1。） 

2）构件 2 的速度、角速度、加速度、角加速度

构件 2，即 AB 杆，做平面运动，设杆的质心 S2 到 A 点距离为 2r ，则构件 2

的运动参数如下。



角速度：

2 2
2

( ) ( )
( )

t t t
t

t

 

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


 (13) 

角加速度：

2 2
2

( ) ( )
( )

t t t
t

t

 


  



 (14) 

质心相对 A 点的法向加速度： 

2

2
2 2( ) ( )n

Sa t t r  (15) 

质心相对 A 点的切向加速度： 

2 2 2( ) ( )t
Sa t t r  (16) 

质心沿 x 方向速度： 

2 2 2 2 2

π
( ) ( ) ( ) cos{ ( ) sign[ ( )] }

2S x Axv t v t t r t t         (17) 

质心沿 y 方向速度： 

2 2 2 2 2

π
( ) ( ) ( ) sin{ ( ) sign[ ( )] }

2S y Ayv t v t t r t t         (18) 

质心沿 x 方向加速度： 

2 2 2 22 2

π
( ) ( ) ( ) cos( π) ( ) cos{ sign[ ( )] }

2
n t t

S x Ax S S Sa t a t a t a t a t          (19) 

质心沿 y 方向加速度： 

2 2 2 22 2

π
( ) ( ) ( ) sin( π) ( ) sin{ sign[ ( )] }

2
n t t

S y Ay S S Sa t a t a t a t a t          (20) 

B 点相对 A 点的法向加速度： 

2
2( ) ( )n

Ba t t b   (21) 

B 点相对 A 点的切向加速度： 

2( ) ( )t
Ba t t b  (22) 

B 点沿 x 方向速度： 

2 2 2

π
( ) ( ) ( ) cos{ ( ) sign[ ( )] }

2Bx Axv t v t t b t t         (23) 

B 点沿 y 方向速度： 

2 2 2

π
( ) ( ) ( ) sin{ ( ) sign[ ( )] }

2By Ayv t v t t b t t         (24) 

B 点沿 x 方向加速度： 

2 2

π
( ) ( ) ( ) cos( π) ( ) cos{ sign[ ( )] }

2
n t t

Bx Ax B B Ba t a t a t a t a t          (25)

(11)式求得各值的差分。

(13)式求得各值的差分。



B 点沿 y 方向加速度： 

2 2

π
( ) ( ) ( ) sin( π) ( ) sin{ sign[ ( )] }

2
n t t

By Ay B B Ba t a t a t a t a t          (26) 

3）构件 3 的速度与加速度

构件 3 平动，其速度和加速度均可用其上 B 点的速度和加速度表示，即

3 ( ) ( )Bxv t v t  (27) 

3 ( ) ( )Bxa t a t (28) 

对于构件 3 的速度与加速度也可通过构件 3 的位置函数利用差商法得到： 

3 3
3

( ) ( )
( )

x t t x t
v t

t

  



(29) 

加速度为：

3 3
3

( ) ( )
( )

v t t v t
a t

t

  



(30) 

（3）各构件的惯性力矩和绕质心的惯性力计算

得到各构件的运动参数后，各构件的惯性力矩 IiM 和绕质心的惯性力 IiF 分别

如表  3 和表  4 所示。 

表  3  曲柄滑块机构各杆的惯性力矩 

杆 IiM

OA 杆 1 1 1( ) ( )IM t J t 

AB 杆 2 2 2( ) ( )IM t J t 

表  4  曲柄滑块机构各杆的惯性力 

构件 惯性力

构件 1 质心处的惯性力 

沿 x 方向的分量 
11 1( ) ( )I x S xF t m a t 

沿 y 方向的分量 
11 1( ) ( )I y S yF t m a t 

构件 2 质心处的惯性力 

沿 x 方向的分量 
22 2( ) ( )I x S xF t m a t 

沿 y 方向的分量 
22 2( ) ( )I y S yF t m a t 

构件 3 质心处的惯性力 3 3 3( ) ( )IF t m a t 



5. 解析法推导各运动副处的摩擦力或摩擦力矩

（1）不考虑摩擦时各运动副处的正压力计算

为求得各运动副处的正压力需要将对机构的各个构件进行受力分析。对构

件 3 受力分析如图 3 所示，根据 0xF  和 0yF  有： 

23 3

43 3 23+
R x I r

R R y

F F F

F m g F

 
  

(31) 

图  3  曲柄滑块机构中构件 3 受力分析 

对构件 2 受力分析如图  4 所示，根据 A =0M ， 0xF  ， 0yF  有： 

32 2 32 2 2 2 2 2 2 2 2 2

12 2 32

12 2 32 2

sin( ) + cos( ) cos( ) sin( ) cos( ) 0

+ + 0

+ + 0

R x R y I x I y b I

R x I x R x

R y I y R y

F b φ   F b φ  m gb φ  F r φ  + F r φ  + M  = 

F F F = 

F F F m g = 

      


 

 (32) 

图  4  曲柄滑块机构中构件 2 受力分析 

对构件 1 受力分析如图  5 所示，根据 O =0M ， 0xF  ， 0yF  有： 

21 1 21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

41 1 21

41 1 21 1

sin( ) cos( ) cos( ) sin( ) cos( ) 0

0

=0

R x R y I y I x I

R x I x R x

R y I y R y

F a F a F r F r m gr M M

F F F

F F F m g

           
   
    

(33)



图  5  曲柄滑块机构中构件 1 受力分析 

式(31)、(32)和(33)中共 12 个未知数，分别为 43RF 、 23R xF 、 23R yF 、 12R xF 、 12R yF 、

32R xF 、 32R yF 、 1M 、 41R xF 、 41R yF 、 21R xF 、 21R yF ，由于其中 32R xF 和 23R xF 、 23R yF 和 32R yF 、

12R xF 和 21R xF 、 12R yF 和 21R yF 分别是相互作用力，大小相等，因此，联立式(31)、(32)

和(33)即可求得 43RF 、 23R xF 、 23R yF 、 12R xF 、 12R yF 、 1M 、 41R xF 、 41R yF ，其中 1M 为不考

虑摩擦时需加在曲柄 OA 上的驱动力矩。至此可计算各转副处的正压力，如表  5。 

表  5  曲柄滑块各转副处的正压力 

转动副 正压力

O 2 2
41 41NO R x R yF F F 

A 2 2
12 12NA R x R yF F F 

B 2 2
23 23NB R x R yF F F 

（2）各运动副处的摩擦力和摩擦力矩计算

记各运动副处的摩擦系数和摩擦圆半径分别为 if 和 i ，则各运动副处的摩擦

力 fiF 和摩擦力矩 fiM 见表  6。 

表  6  各运动副处的摩擦力和摩擦力矩 

运动副 摩擦力 fiF 或摩擦力矩 fiM

O 
fO NO OM F  

A 
fA N A AM F  



B 
fB N B BM F  

移动副
34 34 34f NF F f

6. 各运动副处的相对运动速度计算

各运动副处的相对运动速度见表  7。

表  7  曲柄滑块各运动副处的相对运动 

运动副 相对运动速度

转动副 O 1

转动副 A  2 1 

转动副B 2

移动副 3v

将上述参数代入式(9)即可得到考虑摩擦时需施加在曲柄上的驱动力矩 1 ( )M t ，

而各运动副处的总反力可以由不考虑摩擦时的正压力和因此产生的摩擦力矩或

摩擦力来近似表示，如此，便完成了同时考虑摩擦和惯性力的平面机构的受力分

析。

7. 结果示例

根据上述理论分析，我们利用 VB 进行了编程实现，当曲柄滑块机构各参数

设置如图 6 所示时，程序计算得到的在不同曲柄转角下，不考虑摩擦时曲柄上

需施加的驱动力矩如图 7 蓝色曲线所示，考虑摩擦时曲柄上需施加的驱动力矩

如图 7 红色曲线所示。 



图  6  曲柄滑块机构参数设置值 

 

图  7  曲柄滑块机构平衡力矩的计算结果示例 

8. 总结 

本文提出一种同时考虑摩擦和惯性力的平面机构受力分析问题的解析求解

方法。根据机构位置方程，采用差商法估计各构件的速度和加速度等运动参数；

对各构件进行受力分析，采用解析法求得不考虑摩擦时各运动副处的正压力；用

不考虑摩擦时各运动副处的正压力及其产生的摩擦力或摩擦力矩近似各运动副

处的总反力；根据功能原理计算需施加在构件上的平衡力矩。采用本解析法思路

可实现摩擦与惯性力同时作用下任意平面机构的受力分析问题的求解，且可编程

实现，便于准确求解和分析，有助于机构设计分析过程的自动化。 
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